Méthode : résoudre une équation différentielle d’ordre 2

1 Coefficients constants
On cherche a résoudre ’équation différentielle :
(E): ay” +by + cy = d(t),
ol a, b et ¢ sont trois réels (i.e. des constantes qui ne dépendent pas de la

variable t) et d une fonction continue sur un intervalle I.

Dans ce cas, on procéde ! comme pour les équations différentielles d’ordre 1
en deux étapes :
1. on résout I’équation homogene associée (H): ay” + by +c¢=0;

2. on détermine une solution particuliere y, de (E).

1.1 Equation homogene associée

Pour résoudre 1’équation homogene (H): ay” +by’+c = 0, on considere I’équa-
tion caractéristique (EC): ar? + br + ¢ et on distingue plusieurs cas suivant la
valeur du discriminant.

— Si A >0, en notant r; et 73 les deux racines réelles de (EC), les solutions
de (H) sont de la forme

Y, (1) = e fue™ avec A\, € R.

— Si A =0, en notant r¢ la racine double de (EC), les solutions de (H) sont
de la forme
Y, (1) = (A + ut) €™ avec A\, u € R.

— Si A < 0, en notant 71 et ro les deux solutions complexes conjuguées
de (EC), les solutions complezes de (H) sont de la forme

y, (t) = Ae"" +Be™" avec A, B € C.

Cependant, il est tres souvent préférable d’obtenir les solutions réelles.
Pour ce faire, on écrit 'une des deux racines sous forme algébrique :

1. Un exemple complet en vidéo : https://youtu.be/TTq9Xw-e0Ig

r1 = a+ fFi (et dans ce cas ro = o — 3i). Les solutions réelles de (H) sont
alors de la forme

Yy, (t) = e (X cos(Bt) + psin(Bt)) avec A, pu € R.

Exemple 1. Résoudre (Hy): y” — 4y’ + 3y = 0.

L’équation caractéristique est 72 —4r +3 = 0, le discriminant vaut A = 4 > 0.
Les racines sont 1 et 3 donc les solutions de (H7) sont les fonctions de la forme
t— del +pe3t avec A, p € R.

Exemple 2. Résoudre (Hs): ¢y +y' +y=0.

L’équation caractéristique est 72 4+ r 4+ 1 = 0 de discriminant A = —3 < 0.
— —1-ivB8 — —1+iv3

= T 2

et ro = —5~=. Pour déterminer les solutions

réelles, écrivons ro = _71 + i?. Les solutions de (Hj) sont les fonctions de la
forme ¢ — e /2 ()\ cos(@t) + usin(@t)) avec \, 1 € R.

Les racines sont 71

1.2 Recherche d’une solution particuliere

Pour déterminer une solution particuliere de (FE), on regarde le second
membre :

s’il est constant, on cherche une solution particuliére constante ;

— si ¢’est un polyndéme, on cherche une solution particuliere sous forme d’un
polynéme de méme degré ;

— g’il est sous forme d’un sin ou d’un cos, on cherche une solution particuliere
sous la forme d’une combinaison linéaire de sin et cos (méthode identique
a celle pour l'ordre 1, voir fiche correspondante) ;

— ¢'il est de la forme d(t) = v e suivant si 6 n’est pas racine, est racine
simple ou est racine double de ’équation caractéristique, on cherche une
solution particuliére sous la forme ke®, kt ¢ ou kt? %,
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Exemple 3. Déterminer une solution particuliere de (Fs): y” + 3y’ + 5y = 2.
Comme le second membre est constant, on cherche une solution particuliere
sous la forme y,(t) = k avec k € R. Cette fonction est deux fois dérivable et
ses dérivées sont nulles d’ot, en injectant dans (E2), 5k = 2.

Ainsi la fonction constante égale a % est solution particuliere de (E32).

Exemple 4. Déterminer une solution particuliére de (Ey): y” +1' +y = 8¢
D’apres I'exemple 1, 3 est racine simple de ’équation caractéristique associée
donc on cherche une solution particuliére sous la forme y, (t) = kt €.

Cette fonction est deux fois dérivable sur R en tant que produit de fonctions
qui le sont. On dérive deux fois en tant que produit et on injecte dans (E7).
Apres calculs et simplifications, il vient 2k e3 = 8e3! d’ott k = 4.

Ainsi la fonction ¢ — 4t €3 est solution particuliere de (Ey).

1.3 Solutions générales et probleme de Cauchy

Comme pour les équations différentielles d’ordre 1, les solutions générales sont
de la forme « solutions homogenes + solution particuliere ».

Exemple 5. Résoudre 1'équation (E1): 4" +3 +y = 8e3t.
On a déterminé les solutions homogenes dans ’exemple 1 et une solution par-
ticuliere dans ’exemple 4 d’ou

S = {tv—> Net +pedt +4te’ |\ p GR}.

Enfin, si on dispose de deux conditions initiales y(t9) = yo et v'(to) = v,
on détermine les valeurs des constantes A et u et on obtient ainsi une unique
solution au probleme de Cauchy.

2 Coefflicients variables

On cherche a résoudre ’équation différentielle :

(E): a(t)y” +b(t)y' + c(t)y = d(t),

ou a, b, c et d sont des fonctions continues sur 'intervalle I, avec a qui ne s’y
annule pas.

La principale chose & retenir est qu’il n’existe aucune méthode générale pour
résoudre ce genre d’équation différentielle!

Il est donc important de suivre ’énoncé et s’y adapter : recherche de solutions
sous une forme donnée, vérification que telle fonction est solution, etc.

Exemple 6. Montrer que la fonction h définie par h(t) = t? est solution de
(H3): t%y" — 3ty +4y =0 sur [ =]0;+o0].

La fonction h est polynomiale donc deux fois dérivable sur I avec h'(t) = 2t
et h''(t) = 2. Ainsi t2h”(t) — 3th/(t) + 4h(t) = 2t* — 6t> + 4t> = 0 pour tout
t € 1, i.e. h est solution de I’équation homogene (Hz) sur .

2.1 Abaissement de ’ordre

La seule méthode un tant soit peu générale est celle de ’abaissement de
l'ordre? qui nécessite de connaitre préalablement une solution h de 1’équa-
tion homogene associée, avec h qui ne s’annule pas sur I.

Elle consiste a chercher les solutions sous la forme y(t) = z(¢)h(t) ou z est une
fonction inconnue deux fois dérivable sur I. Pour cela :

— on dérive deux fois y comme produit (apres avoir justifié la dérivabilité) ;
— on injecte dans (E) et on simplifie au maximum : les termes en z se sim-

plifient et on aboutit & 2’ solution d’une équation différentielle d’ordre 1 ;
— on résout cette équation différentielle d’ordre 1;

— on a donc 2/, on primitive (sans oublier la constante) pour obtenir z et on
a enfin y en multipliant par h.

Exemple 7. Résoudre (E3): t2y” — 3ty + 4y = t3 sur I =]0; 400

e On a montré dans I'exemple 6 que la fonction h donnée par h(t) = t2 est
solution de I’équation homogene associée. On cherche donc les solutions de
(E3) sous la forme y(t) = z(t)h(t) = t?2(t) avec z deux fois dérivable sur I.
En tant que produit de fonctions dérivables sur I, y ’est également. On calcule
y' et y” (dérivées de produits), on injecte dans (F3) et on simplifie pour obtenir

1
t12" + 32 = 3. Comme t3 # 0 sur I, ceci équivaut a 2"/ + -2/ = T
 Ainsi z est solution de I’équation différentielle u’+ Zu = —. Par les méthodes

de résolutions usuelles (voir fiche correspondante), on trouve z/(t) = 7 +1 avec
A € R. On primitive : z(t) = An(t) + ¢ + p avec A\, pp € R.

o Finalement, comme on a posé y(t) = t?z(t), les solutions de (FE3) sont les
fonctions de la forme y(t) = M2 In(t) + 3 + ut? avec A, u € R.

2. Un exemple détaillé en vidéo : https://youtu.be/Ygp3w2f6VEL
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