Chapitre 1 : Equations différenticlles d’ordre 1

Dans tout ce qui suit K désigne R ou C.

1 Rappels de premiere année : équations a coefficients constants

Vous avez étudié 'an dernier la résolution des équations
différentielles linéaires d’ordre 1 a coefficients constants,
i.e. celles de la forme

(E1): ' +ay = b(z)

ot a € K est un nombre réel ou complexe (une constante)
et b une fonction continue sur R a valeurs dans K. La

partie de droite, ot il n’y a pas de y, est appelée « second
membre ».

1.1 Equation homogéne associée

Définition 2 — Equation homogéne ]

L’équation homogene associée a (E7) est ’équation
différentielle

(Hy): ' +ay=0.

Proposition 3 — Solution homogene

Les solutions de (H7) sont les fonctions de la forme

T e * avec A € K.

1.2 Solution générale

Définition 5 — Solution particuliere ]

Une solution (particuliere) de '’équation (E1) est une
fonction y, dérivable sur R vérifiant :

Vz € R, y,(z) + ay, (z) = b(x).

Théoréme 6 — Structure solutions ]

Notons y, une solution particuliere de 1’équation
(Eq).

Alors les solutions de (E7) sont les fonctions de la
forme

r— Ae ™ 4+ y, (z) avec A € K.

——
sol. homo.  sol. part.

{ Exemple 1 }

(Eq2): ¥y + 2y = x est une équation
différentielle d’ordre 1 & coefficients
constants.

Exemple 4 — Donner puis résoudre
I’équation homogéne associée a (Es).

L’équation homogene associée a (Es)
est (Ha): vy + 2y =0.

Ses solutions sont les fonctions de la
forme z — e 2% avec \ € R.

On peut aussi écrire :

S={r— e | XeR}.

Exemple 7 — Vérifier que la fonction
f définie par f(z) = %x—% est solution
de (E9).

La fonction f est dérivable sur R et on
a pour tout = € R, f'(z) = 3.
On injecte dans le membre de gauche
de (E») : pour tout = € R,

f’(a:)-l—?f(x)z%-i—?(%x—%)
:%—i-m—%

=T

i.e. f est bien solution de (Es).

Exemple 8 — En déduire [’ensemble

des solutions de (Es).

On vient d’obtenir une solution parti-
culiere de (E2) et on a déterminé les
solutions homogenes dans I’exemple 4,
d’ou :

S={z e +lz— 1| XeR}.
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1.3 Meéthodes de recherche d’une solution particuliére

Il peut arriver que ’énoncé suggere une solution parti-
culiere, il suffit alors de vérifier qu’elle convient.

Il y a cependant plusieurs situations ou vous devez savoir
chercher une solution particuliere par vous-méme. Pour
cela il faut regarder le second membre :

e g’il est constant, on cherche une solution particu-
liere sous la forme d’une fonction constante ;

e ¢’il est de la forme Ae* avec A et o deux réels,
on cherche une solution particuliére sous la forme
x +— Be* avec B un réel a déterminer (sauf si
a=—a...);

o gl s'agit de la forme A cos(wz) + Bsin(wz) avec
(A, B,w) € R? , on cherche une solution particu-
liere sous la forme x — C cos(wz) + D sin(wzx) avec
C et D des réels a déterminer.

1.4 Probleme de Cauchy

Définition 9 — Probleme de Cauchy

On appelle probleme de Cauchy une équation diffé-
rentielle de la forme (E;) accompagnée d’une condi-
tion initiale y(xo) = yo avec zp € R et yp € K fixés.

Théoréeme 10 — Théoreme de Cauchy

Y + ay = b(x)
y(z0) = Yo

Le probleme de Cauchy { admet une

unique solution sur R.

En pratique, pour déterminer cette unique solution :

1. on prend la solution générale obtenue précédem-
ment (cf §1.2);

2. on lui impose la condition initiale y(z¢) = yo, cela
permet de trouver la valeur de la constante \ qui
convient.

~ Relire ’exemple 8.

~~ TD2 exercice 1

Exemple 11 — Déterminer ['unique
solution de ['équation (Eq) vérifiant
y(0) =1.

On a vu dans 'exemple 8 que les so-
lutions de (F3) sont les fonctions de
la forme y(z) = Ae ™ 43z — 1 avec
AeR.

Or y(0) =1donc Ax140—7 =1
d'ou A =1+ i = %. Ainsi, 'unique
solution de ce probleme de Cauchy est

la fonction z %e*% —i—%x — %.
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2 Nouveauté : équations a coeflicients quelconques

2.1 De quoi parle-t-on?

On s’intéresse cette année non plus seulement aux équations différentielles linéaires d’ordre 1 a coefficients
constants mais plus généralement a celles a coefficients quelconques. Plus précisément, aux équations diffé-
rentielles de la forme

(B): o +a(t)y =b(),
ou a et b sont deux fonctions réelles ou complexes définies et continues sur un intervalle I.
Pour tout le reste du chapitre, on se place dans ce cas.
Remarques.
1. Si a est une fonction constante, on retrouve le cas étudié en premiere année (cf section 1).

2. Si on dispose d'une équation différentielles de la forme a(t)y’ + 8(t)y = v(t), on se rameéne a la forme
précédente, appelée normalisée, en divisant par a(t). A Pour ce faire, il faut se placer sur un intervalle
sur lequel la fonction « ne s’annule pas.

3. L’équation 3’ + ty? = e ne fait pas partie du cadre de notre étude car elle n’est pas linéaire (3 cause
du carré sur y).

Exemple 12 }

On pourra s’intéresser aux équations différentielles :
o Yy =2ty =0sur R;
o iy +ely=Intsur|0;+oo[;

t
e =3 +ty=1 <= ¢y +-—y= sur |—o0;3[ ou sur |3;4o00[ (mais pas sur R \ {3} qui

t—3 t—3

n’est pas un intervalle).

[ Définition 13 — Solution ]

J

Une fonction f: I — K est solution de (E) sur Uintervalle I si :
@ f est de classe C! sur I,
@ Vtel, f'(t)+a(t)f(t) = b(t).

Exemple 14 — Vérifier que la fonction g: t — 1 +t% est solution sur R de (E3): 3y — H—Lt?y =t. ‘

« La fonction g est de classe C' sur R comme composée de fonctions qui le sont (exponentielle et
polynomiale).
e Pour tout t € R, on a ¢'(t) = 2t et donc

t t
") — ——qg(t) =2t — —— =% —t=t
¢ () = T g9lt) =2 — sl T ,

i.e. g est solution de I’équation différentielle (F3).

2.2 Equation homogene associée

[ Définition 15 — Equation homogene associée J

L’équation homogéne associée a (E): y' + a(t)y = b(t) est 'équation différentielle

(H): v +alt)y=0.
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Théoréme 16 — Forme des solutions de ’équation homogene }

Soit a une fonction continue sur un intervalle I et considérons I’équation homogene (H): y' + a(t)y = 0.
Notons A une primitive de la fonction a sur I'intervalle I.
Les solutions de (H) sont les fonctions de la forme

t— Xe 20 avec A € K.

Autrement dit, 'ensemble des solutions de (H) est un espace vectoriel de dimension 1 engendré par la

fonction t — e~ A1)

Démonstration.

Tout d’abord, notons que la fonction A existe car a est continue sur l'intervalle I.

o Vérifions qu'une fonction y de la forme ¢t — Ae=4(®) est solution de (H) sur I. Une telle fonction est de
classe C! sur I comme composée de fonctions qui le sont (la dérivée de A est a qui est continue sur I). Pour
tout t € I, on a ' (t) = —Aa(t) e 41 d’ou

vtel, y(t)+alt)y(t) = —a(t) o At) —i—a(t))\e*A(t) —0,

i.e. y est solution de (H).

o Réciproquement, montrons que toutes les solutions de (H) sont de la forme annoncée.

Soit 3 une solution de (H) sur I. Notons ¢ la fonction définie par o(t) = y(t)e*® pour tout ¢t € I. La
fonction ¢ est dérivable sur I comme produit et composée de fonctions qui le sont. Par dérivation d’un

produit, on a
Vel (1) = o/ () 1y A (5 A = [y (1) + alt)y(t)] A =0

ou la derniére égalité vient du fait que y est solution de (H).

Comme la fonction ¢ est continue sur I et de dérivée identiquement nulle sur cet intervalle, on en déduit
qu’elle est constante sur I. Ainsi, il existe A € R tel que ¢(t) = A pour tout ¢ € I. Autrement dit, par
définition de ¢ on a, pour tout ¢ € I, y(t) e*® = X ou encore y(t) = Ae=4®), Q

Remarque.

Si la fonction a est une constante, i.e. pour tout t € R, a(t) = c avec ¢ € K, on retrouve le cas vu en premiére
année (cf §1.1). En effet, dans ce cas, une primitive de la fonction a est la fonction A définie par A(t) = ct
et les solutions de (H) sont alors les fonctions de la forme t — Ae™“ avec X € K.

Exemple 17 — Résoudre l’équation (Hs): y' — H%y =0 sur R. ’

t 1 1
La fonction a: t — iie est continue sur R et une primitive est A: t — —3 |1+ = —3 In(1+t2).

1
Les solutions de (Hs) sont donc les fonctions de la forme ¢ — )\ef(7§ In(14£9) _ e VIFE — N1 412
avec A € R.

Exemple 18 — Résoudre l’équation (Hy): ty' —y =0 sur J =]0;+o0|. }

1
Commengons par mettre (Hy) sous la forme normalisée : sur J, t # 0 donc (Hy) <— ¢ — V= 0.

1
La fonction a: t — 5 est continue sur J et une primitive est A: ¢t — —In|t| = —Int (car ¢t > 0 sur J).

Ainsi les solutions de (Hy) sont les fonctions de la forme ¢ — e~ (-1 = Xel? = )\t avec A € R.

~~ TD2 exercice 3
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2.3 Equation compléte

On reprend dans ce paragraphe les notations du précédent concernant les solutions homogenes.

[ Théoréme 19 — Structure de ’ensemble des solutions }

Soient a et b deux fonctions continues sur un intervalle I.

Les solutions sur I de 1'équation différentielle (E): v’ 4+ a(t)y = b(t) sont les fonctions de la forme
Yy =19, +y, ouy, est une solution de I’équation homogene associée (H), et y, une solution particuliere
de (F). Autrement dit

Sy ={t—xe™® + y (1) |NeK}.
———— ——

sol. homo.  sol. part.

Démonstration.

o Vérifions que toute fonction ¢ de la forme ¢ — y, (t) + y,(t) est solution de (E). Cette fonction est
dérivable sur I comme somme de fonctions qui le sont et on a (en omettant 1’écriture de la variable pour
alléger les notations) :

V' +ap =y, +y+aly, +yp) = Yy +ayy) + (Yp +ay,) =0+b=0,

ou l'avant derniere égalité provient du fait que y,, est solution de (H) et y, solution de (E). On a ainsi
montré que 1 est solution de (E) sur I.

o Réciproquement, montrons que toutes les solutions de (E) sont de la forme annoncée.

Soit y,, une solution fixée de (E) sur I et y une autre solution de (E) sur I. Notons ¢ la fonction définie sur
I par ¢(t) = y(t) — y,(t). Cette fonction est dérivable sur I comme différence de deux fonctions qui le sont
et ona ¢ =y —y,.. Ainsi, pour tout ¢t € I, on a

¢'(t) +at)p(t) = y'(t) =y, (t) + a(t) [y(t) — y,.(t)]
= [y'() + a(t)y(®)] = [ys(t) + a(t)y, (1)]
=b(t) — b(t) car y et y, solutions de (E)
=0,

i.e. ¢ est solution de I’équation homogene (H) associée a (F). Autrement dit, il existe une solution y,, de
(H) telle que ¢ =y, i.e. y —y, =y, ce que 'on peut réécrire sous la forme y =y, + y,. d

Exemple 20 — Déterminer les solutions sur R de l’équation différentielle (E3): y' — H_Lﬁy =t.

o Dans I’exemple 17, on a montré que les solutions de I’équation homogene associée (Hs) sont les fonctions
de la forme ¢t — A1+ t2 avec A € R.

« On a déterminé lors de 'exemple 14 que la fonction ¢ +— 1 + 2 est une solution de (E3).

o Bilan : les solutions de (Fj3) sont les fonctions de la forme t — A1 +#2 + 1+ t? avec \ € R.

~» TD2 exercice 5 (E1)

[ Proposition 21 — Principe de superposition }

Soient a, by et by trois fonctions continues sur un intervalle I ainsi que A1, Ao € K.
Soit f1 une solution sur I de y' + a(t)y = b1(t).

Soit fo une solution sur I de y' + a(t)y = ba(t).

Alors la fonction f = A\ f1 + Aafo est solution sur I de 3 + a(t)y = A\1b1(t) + A2ba(t).

Démonstration.
o La fonction f est dérivable sur I comme combinaison linéaire de fonctions qui le sont.
e Pour tout t € I, on a
F@) +a)f(t) = (Afr+ Aaf2) (8) + a(t) (A f1 + Ao fo) (L)
= M[fi(t) + a®) L(1)] + Ao[fo(t) + a(t) f2(1)]
= )\1b1(t) + )\ng(t). (|
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Exemple 22 }

Pour déterminer une solution particuliére de ty’ —y = t++/1, il suffit de trouver une solution de ty’ —y =t
et une de ty’ —y = V/t, et d’additionner ces deux solutions.

2.4 Meéthode de recherche d’une solution particuliere : variation de la constante

A\ Les méthodes vues en premiére année (cf §1.3) ne sont plus valides si a n’est pas une constante.

Il existe cependant une méthode universelle!, appelée « variation de la constante » pour déterminer une
solution particuliere de (E): ¢y’ + a(t)y = b(t) sur un intervalle I une fois que 'on connait les solutions de
I’équation homogene associée. Décrivons-la :

0. On suppose avoir déterminé les solutions de 1’équation homogene associée a (F). D’apres le para-
graphe 2.2, ce sont les fonctions de la forme t — Ae 4®) avec A\ € K olt A est une primitive de a sur
I'intervalle I.

1. On va chercher une solution particuliere y,, en posant y, () = z(¢) e=4® . on a remplacé la constante

A par une fonction z de classe C! sur I, d’ott le nom de la méthode. C’est maintenant z I'inconnue.

2. Apres avoir calculé sa dérivée, on injecte y, dans (E) et on simplifie au maximum : le terme en z
disparailt toujours.

3. 1l reste une égalité de la forme 2/(t) = - - -, il suffit alors de déterminer une primitive pour obtenir z.

4. On n’oublie pas que le but était de déterminer y, qui est donc donnée par y, (t) = z(t) e=4®

que 'on vient d’obtenir.

avec 2

[ Exemple 23 — Déterminer une solution particuliére de (E4): ty' —y =t sur J =]0;4o0|. ]

0. On a vu lors de 'exemple 18 que les solutions de Iéquation homogene (Hy): ty' —y = 0 sont les
fonctions de la forme t — At avec t € R.

1. On va chercher une solution particuliére de (Ej) sous la forme y,(t) = z(t)t avec z de classe C!
sur J.

2. La fonction y, est dérivable sur J comme produit de fonctions qui le sont. Par dérivation d’un
produit, on a, pour tout ¢t € J, y/(t) = 2/(t)t + z(t).
Ainsi, y, est solution de (E4) si et seulement pour tout ¢ € J,

ty () —y,(t) =t <= t[Z(Ot+z(0)]—2(t)t =t <= 22/ ) +]—2T =t <= 2/(t) = t% =

1
t )
ott la derniére division par 2 est licite car t2 # 0 sur .J.
1
3. Comme 2/(t) = 7o on peut prendre z(t) = In|t| = Int (car ¢ > 0 sur J).

4. Ainsi, une solution particuliere de (E4) est la fonction y,, définie par y,(t) = z(t)t = tInt pour tout
tel.

~~ TD2 exercice 4

La méthode de variation de la constante permet théoriquement de résoudre n’importe quelle équation dif-
férentielle linéaire d’ordre 1 mais il ne faut pas l'utiliser sans avoir réfléchi préalablement :

— si les coefficients sont constants, on peut utiliser les méthodes vues I’an dernier (cf §1.3, c’est souvent
le cas en physique) ;

— I’énoncé peut suggérer une solution ou la forme d’une solution ;

— si on ne se trouve pas dans 'un de ces deux cas, on utilise alors la méthode de variation de la constante.

~~ TD2 exercice 5

1. En théorie, elle fonctionne toujours, en pratique on peut se heurter a des problémes de primitives difficiles a déterminer.
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2.5 Probleme de Cauchy

Théoréeme 24 — Théoreme de Cauchy }

Soient a et b deux fonctions continues sur un intervalle I.
Soient tg € I et yg € K.

Y+ a(t)y = b(t)

admet une unique solution sur I.
y(to) = yo

Le probléeme de Cauchy {

Démonstration. (idée)

e D’apres le théoreme 16, en notant A une primitive de a sur I, les solutions de I’équation homogéne associée
sont les fonctions de la forme ¢ — Ae=4®) avec A € K.

e On utilise la méthode de variation de la constante pour déterminer une solution particuliére y, sous la
forme y, (t) = z(t) e~ A1),

Aprés calculs, avec les notations du paragraphe précédent, on aboutit & 2/(t) = b(t) e2® (x).

Par ailleurs, la condition initiale y, (ty) = yo se traduit en z(ty) = yo e2?0) (xx).

11 suffit alors de primitiver (%) en choisissant la constante qui permet de vérifier I’égalité (xx). Ceci montre
a la fois ’existence et 'unicité d’une fonction z répondant au probléeme. Plus précisément, pour tout ¢t € I,

t
on a z(t) = yoeAlto) 4 / b(u) e du et donc Pexpression de y,, aprés avoir multiplié e=4®), a
to

Remarque.
La méthode d’Euler, vue en physique I’an dernier, permet de construire numériquement une approximation
de cette solution.

ty —y =t

Exemple 25 — Résoudre sur J = ]0;+oo[ le probléme de Cauchy { (1) =3
y =

o D’apres les exemples 18 et 23, les solutions de (Ey) sur J sont les fonctions f de la forme f(t) = AMt+tInt
avec A € R.

o La condition initiale f(1) =3 donne A x 1 +1In1 =3, i.e. A = 3.

Ainsi 'unique solution de ce probleme de Cauchy est la fonction f: ¢ — 3t + ¢tInt.

~~ TD2 exercice 6

Plan de résolution

Pour résoudre une équation différentielle linéaire d’ordre 1 :

® On résout I’équation homogene associée. ~ §2.2
@ On détermine une solution particuliere, éventuellement en utilisant la méthode de variation de la

constante. ~ §2.4
@ On en déduit ’ensemble des solutions : solutions homogeénes + solution particuliére. ~ §2.3

@ Si de plus une condition initiale est donnée, on détermine la valeur de la constante A pour obtenir
I’unique solution du probléeme de Cauchy. ~ §2.5
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